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254. 


SUR LA SURFACE PARALLÈLE À L'ELLIPSOIDE. 


[From the Annali di Matematica pura ed applicata, (Tortolini), tom. 111. (1860), 
pp. 345—352.] 


IL y a pour la surface parallèle à l’ellipsoïde une solution tout à fait semblable à 
celle pour la courbe parallèle à l’ellipse. En effet soit 


A ATRE 


e 


l'équation de Pellipsoïde; Æ la distance de la surface parallèle, en prenant cette distance 
sur la normale extérieure au point (X, Y, Z) et en écrivant pour abréger 


Nat 
at bt Tin’? 
on trouve pour les coordonnées (x, y, z) de l'extrémité de la normale 


e=x(1+à), y=r(1+}), z=z(1+3), 


et, en substituant pour X, Y, Z les valeurs données par ces équations, on obtient 


ax? by’ cz? LD 
CELUI ES 


N° N'y A2 


A SEA © er Peu st 
HAFT Eat @+ày 
Or ces équations donnent 
a? y? 2? ke 
SEX (TRES eaaa aT 
g? y? 2? ke 
(a? +A ue (b +A pi TESNA tic 12? 
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et la seconde équation est la dérivée par rapport à À de la première. C'est-à-dire 


` 


en obtient léquation de la surface parallèle en égalant à zéro le discriminant par 
rapport à À de léquation 
a y? P a an e 
DER ER CENT Ex: 
ou autrement dit, la surface parallèle est l'enveloppe par rapport à À de cette 
équation, En multipliant par A(a+A)(b+A)(c+2A), on aura une équation du 
quatrième ordre, dont le discriminant égalé à zéro donne l'équation de la surface: on 


voit sans peine que cette équation sera de l’ordre 10. 


J'avais à peine trouvé cette méthode, quand j'ai appris que le problème était déjà 

résolu par MM. Salmon et W. Roberts M. Salmon considère la surface comme 
2 2 2 
lieu des centres des sphères, rayon k, qui touchent à l’ellipsoïde a + 4 Ta = 1, ce 
qui lui donne tout de suite le théorème que voici; savoir on obtient l'équation de 
la surface parallèle, en égalant à zéro le discriminant par rapport à À du discriminant 
par rapport à (X, Y, Z) de l'équation 
2 2 2 
(+ D1)+(X ap + (F7 y + (2-2) = 0; 
E 0 ; 

cette solution est donnée en passant dans une Note publiée dans le No. de Septembre 
1860 des Nouvelles Annales (Terquem et Gerono). En formant le discriminant par 
rapport à X, Y, Z on trouve l'équation en À ci-dessus donnée. 


La solution de M. W. Roberts n'avait pas été publiée: il a bien voulu me per- 
mettre d'en faire part aux géomètres. En considérant une section circulaire de l’ellipsoïde, 
l'enveloppe des sphères, rayon k, ayant leurs centres sur cette section, sera une surface 
annulaire, et l’enveloppe des surfaces annulaires qui correspondent aux différentes 


A 


sections circulaires de l’ellipsoïde sera la surface parallèle. Dans la figure (qui est 
censée située dans le plan des axes le plus grand et le plus petit) soit OE la trace de 
la section circulaire centrale, OË le diamètre perpendiculaire, AB la trace d’une section 
quelconque parallèle à la section circulaire centrale: soit de plus AB =2ò, et (a, y) 


www.rcin.org.pl 


160 SUR LA SURFACE PARALLÈLE À L'ELLIPSOIDE. [254 


les coordonnées du point C qui est le centre de la section AB. En prenant pour un 
moment ce point C pour origine, et laxe de n parallèle à laxe moyen, la surface 
annulaire sera l'enveloppe de la sphère 


(E — ê cos p) + (n — ò sin bp} + ? = k, 
(où $ est un paramètre arbitraire); donc l'équation de la surface annulaire sera 
A a a A a a 
ou, en prenant le centre de l’ellipsoïde pour origine, cette équation sera 
AO (E + 7° — 2af + à) = (E +n +EH- k — 2af — 2yË— a — y). 


Mais par les propriétés de l’ellipse on a y=la et &=m+ma, où l, m, n sont 
des quantités constantes, fonctions des axes a, b, c de l’ellipsoïide. L’équation de la 
surface annulaire devient ainsi 


4 (m + nat) (E + n° = QaË + a) = LE + me + E+ mk 2a (EH UE) + at (n+ 1+0), 


équation qui contient le paramètre variable a au quatrième degré, et en égalant à zéro 
le discriminant par rapport à a de cette équation, on obtiendrait l'équation de la 
surface parallèle, À propos de cette solution je remarque qu’en considérant la surface 
annulaire, enveloppe des sphères, rayon k, ayant leurs centres sur l’ellipse 


on obtient sans peine le système d'équations 


aa? by? N° A 
RG | 2 CIRE T e aA EAST EA EAS 
(FAP t + kF CES CES dE 
et de là l'équation de la surface annulaire s'obtient en égalant à zéro le discriminant 
par rapport à À de l’équation 
2 2 H 


E Pure TE 
PEN TPER LE AE : 


c'est-à-dire en égalant à zéro le discriminant d’une fonction cubique de À Mais en 
supposant que Pellipse devient un cercle, l'on n’aura qu'une fonction quadratique de 
À; cest là pourquoi la surface annulaire considérée par M. Roberts s'exprime sous 
une forme assez simple pour qu'on puisse sen servir pour trouver l'équation de la 
surface parailèle. Soit à présent l’ellipse, section de l’ellipsoïde 


par un plan quelconque 
IX +mY+nZ = pp: 
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il est clair que léquation de la surface annulaire doit se trouver de même à moyen 
d’une fonction cubique de À. Pour vérifier cela, je remarque que l’on a à trouver 
l'enveloppe de la sphère (X — a} +(¥-—y}+(Z—2}=k, où les paramètres X, Y, Z 
sont liés par les deux équations qui viennent d'être mentionnées: cela donne tout de 
suite pour la surface annulaire le système des équations 


AA =0, 


y- VAE pm=0, 


Z 
22-21 -un =0, 


où À, u sont des paramètres arbitraires: ces équations donnent 


__&(æ — ul) __b?(y— um) _@(z— un) 
is +A ’? E BHA ”’? A CHA ? 
et de là, en mettant pour abréger 


lax mb?y nez CR 
CEN PEN OCEN at 


la? m°b? nee E 
MIX ON CEN 7 


on trouve à moyen de l'équation linéaire 
Qu-P=0, où u=F, 
Q 
et les deux autres équations donnent alors 


Eau} D(y-um}. è (z— mn) 
(FAP Ÿ (PAF | (CHAF 


Hagl 


Artal?  Oy+bum? (Azt eun) ya 
(EN, EFN CEE E” 


où p est censé dénoter la valeur y Je déduis de là les équations 


Bg AE A VER 2 k” 
CEN EPEN CAER GIA MTS 
ITR, ASS Tue 
(a? 4 À} (b? + A) (c? as À} 
ala bmy Cng \p 
2 ( Le ya: o) p 
tAE ap FAF (CHANPA 
e onu conne: 
(+A (PHAP (EHNE TANA 
Gi INT, 21 
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Soient P’, Q’ les dérivées de P, Q par rapport à à, on a 


__ dax mb?y _ NZ . 
7 (@+X) (CHAP ‘(a +A)’ 
Pa? mb? nèc? 


ACTE MCE ICE 
et de là aussi 


A x btm? cn? 
PHAD STEERS EFA T CES 
À moyen de ces équations, et en substituant pour u la valeur . les deux équations 
ci-dessus données deviennent 
a y? 2 k? Priie 
(és a EE M: Pre EEVEE 
a y? Ca k? PP} ne 
Ce e Lo - i) 0-2 HOHA y=; 


en différentiant la première équation par rapport à à on obtient 
a y? 2 k? 
(Err E Ea x) 0 
ARA DAE E EE 
end UT À NOÉ HRK 


et cette équation se réduit à une identité à moyen des deux équations: donc 
l'équation de la surface annulaire s'obtient en égalant à zéro le discriminant par rapport 


à À de l'équation 
a? y? Ca 5 F” i 
mrn EoLA. TO 


c'est-à-dire, en substituant pour P, Q leurs valeurs, l'équation sera 


tp ts -1-*) OU + Dm +2) 
Fee BHA CHA À es BHA CHA 


1/ ale _ bmy onz _ i Mi 
Jus ra Piet 


Dans cette équation, en réunissant les termes 
À al $ 1 aba 
FANHA X(E+A)" 
on voit que ces termes se réduisent à 


a i a? 
(EAT alea? 


E RE 
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et de même pour les termes semblables en y, z. Done en multipliant par 
A (+) OHA) (EA) 


les dénominateurs disparaissent, et l’équation est réellement de l’ordre 3 par rapport à À. 


La section sera circulaire en supposant 


ne ps —,, Mm=0 DTA RS 
BE a? s Am 


al UN OR). D. Re Ë (a—c)(b+2) 


PEN PIAS GER GTA GER P@INGCIN 


cela donne 


l'équation en À devient ainsi 


r AN k 
ter l) (ac) (+A) 


Hsi 2 
poen (E+N) (avi ë © LES 
+A CER T 
laquelle se réduit à 

£ [A (a? — 0?) + e (a? b] + px (a? eH [A (a — c?) + a (b? — c2?)] 

+ 2acaz Var =D. VE — e 

— 2bp [ax (ce? +A) Va? — b + by (a? + À) VE? — è] 

— 2 (a? — P) (b + N) (+2) + bp (a +A) (@ +A) = 0, 


équation de l’ordre 2 par rapport à (x, y, z) par rapport à À, et par rapport à p. 
Donc en égalant à zéro le discriminant par rapport à à, on obtiendrait une équation 
du quatrième ordre par rapport aux coordonnées (x, y, z), et par rapport à p; on 
aurait ainsi l'équation de la surface annulaire de M. Roberts, rapportée aux axes de 


l’ellipsoïde, et en termes des quantités a, b, c, k et du paramètre p qui donne la 
position du plan 
x RS a? +3 p PT P 


M. Roberts a donné (Comptes Rendus Nov. 14, 1859) le théorème que voici 
qui se rapporte à une surface primitive quelconque:—“ Soit D la surface semblable 
à la primitive en multipliant par 2 ses rayons vecteurs, et soit P la surface parallèle 
ou équidistante de D par la longueur constante k, l'équation qui résulte de la sub- 
stitution de Væ? +4? +2 au lieu de k dans léquation de P, coïncide avec l'équation 

21—-2 


de la section circulaire. 
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de la première dérivée négative de la surface primitive”—ou je rappelle que dans la 
théorie des surfaces dérivées de M. Hirst la première dérivée négative est la surface 
enveloppe des plans conduits par les points de la surface primitive perpendiculairement 
aux rayons menés par un point quelconque. Pour démontrer le théorème, prenons 
f(X, Y, Z)=0 pour l'équation de la surface primitive: en supposant que (X, Y, Z) 
soient les coordonnées d’un point de cette surface, (2X, 2Y, 27) seront les coordonnées 
d'un point de la surface D, et la surface parallèle à D sera l'enveloppe des sphères 


(@—2X} +(y—-2YŸ +(2—-22ÿ = k 
avec la relation f(X, Y, Z)=0 entre les paramètres Or on peut avant d'effectuer 
l'élimination écrire Va? + y +2 au lieu de k, l'équation devient ainsi 
X(æ—X)+Y(y—-Y)+2Z(2-2)=0, 


avec cette même relation f (X, Y, Z)=0 entre les paramètres; or cette équation est 
celle d’un plan conduit par le point (X, Y, Z) perpendiculairement au rayon mené 
par l'origine des coordonnées: et ce dernier système donne ainsi l'équation de la 


` surface dérivée. 


L’équation de la surface parallèle de lellipsoïde est trouvée en égalant à zéro le 

discriminant par rapport à À de l'équation 

EATR EET 

@ +A UTE +A HE PEY À 
donc, en écrivant dans cette équation æ+#+2 au lieu de k, et 4a?, 4b, 4c? au 
lieu de «, b, c?, on doit obtenir l'équation de la dérivée de ellipsoïde, les rayons 
étant menés par le centre. Pour me conformer à la notation de mon Mémoire “Sur 
la surface qui est l'enveloppe des plans conduits par les points d'un ellipsoïde per- 
pendiculairement aux rayons menés par le centre” (Journal, tom. 11. 1859 [250]) 
j'écris — 20 au lieu de à: l'équation en À devient ainsi 


s. auf ris (SE 2 Last a? + a +ÿ +2 + 2? 
29 T 4b? — 4—20 * 4c — 20 RI r 
laquelle se réduit tout de suite à | 
a? 3 ÿ 3 22 a pir 6, 
"7 a? z b? 1 (on 


et la surface dérivée est l'enveloppe de cette équation en 0, résultat trouvé dans le 
mémoire que je viens de mentionner. 


Mais je dois à M. Roberts la remarque que réciproquement l'équation en À pour 
la surface parallèle peut se déduire des formules de ce mémoire. En effet en prenant 
acosa, b cosB, ccosy pour les coordonnées d’un point de l’ellipsoïde (on a comme à 
l'ordinaire cos? a+ cos? 8 +cos’y= 1) l'équation du plan perpendiculaire au rayon par 
le centre sera 

aw cos a + by cos B + cz cos y = a? cos? a + b? cos? B + c? cos? y, 
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et l'enveloppe de cette équation est l'enveloppe par rapport à 4 de l'équation 


x? Va 2? 


VF a 
dr di 


Donc en général l'enveloppe de 
l cos a + m cos B + n cos y = p cos? a + q cos? B + r cos? y, 
(où comme auparavant cos a + cos 8 + cos? y=1) sera l'enveloppe par rapport à 0 de 
l'équation 5 a y 
9p ð i TEN, taco 0. 
Or la surface parallèle à Pellipsoïde est l’enveloppe de 
(X-a}+(Y-y}+(Z-2} =k, 
ou, en écrivant a cos a, bcos, ccosy au lieu de X, Y, Z, cette surface est lenveloppe de 
l cosa + m cos B + n cos y = p cos? a + q cos? B + r cos y, 
en posant p =% + y +2, et 
L =2ax, m = 2by, n = 2cz, 
p=p+&-k, q=p+b?—-k, r=p+c—-k. 
Pen cette surface sera l'enveloppe par rapport à 0 de l'équation 


Hauts os F put, SRE 3 4c?2? por 
2(p+æ—k)—-0 2(p+b—-k)—-0 2(p+e-k)-0 ’ 
et en écrivant (2p — k*)—0=2X cette équation devient 


ax? bp C2 
EXC HA CA 


=p-k-N, 


c'est-à-dire 


Ca yY? z? ) 2 
2 2 CE pit EE || -k —X, 
spa ART PETER P 
ou enfin 
a 2 2 ke 
ER brie EAN t AEA 
Pra Sii < e An a E ok: 


ce qu'il s'agissait de faire voir. Je réserve à une autre occasion la discussion de 
la forme, et des singularités de la forme, et des singularités de la surface parallèle 
à Pellipsoïde. 


2, Stone Buildings, W.C., Londres, T Nov. 1860. 
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